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in thermoelektrisch-anisotropen Kristallen'
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In anisotropic (homogeneous) crystals the thermoelectric field produced by a temperature field is
in general not irrotational; charge carriers moving on closed curves in the crystal gain energy in
this field. Therefore stationary closed electric currents must be flowing in these crystals. The current
distributions and electrical potentials in some ,two-dimensional® temperature fields are calculated.

These closed electric currents producing Joure-, Taomson-, and Bripemax heat influence the
temperature distribution in the crystal, and contribute to the heat current by convective heat trans-
port. The total heat flow is increased by a factor which depends on the geometry of the crystal and
on the temperature distribution, but which not exceeds [1+ (¢, —&1)2/4 L], where (&, —¢1) is the
anisotropy of the thermoelectric power and L is the Lorexz number.

1. Einleitung

Ausgangspunkt ist eine Betrachtung des SEEBECK-
Effekts in homogenen Medien. Ist das Medium iso-
trop, z. B. ein kubischer Kristall, ist mit einem Tem-
peraturgradienten die parallel gerichtete thermo-

elektrische Feldstarke

F=—¢(T) gradT (1.1)

verkniipft, wenn ¢(7') die absolute Thermokraft be-
zeichnet.

In anisotropen Medien, z. B. nicht-kubischen Kri-
stallen, wird die absolute Thermokraft durch einen
Tensor 2. Stufe ¢;; beschrieben. Die thermoelektri-
sche Feldstiarke F ist im allgemeinen nicht mehr zum
erzeugenden Temperaturgradienten parallel; ihre
Komponenten in einem kartesischen Koordinaten-
system (zy, 2, , 23) sind:

3
Fi=_;18,-kaaxlk (i=1,2,3). (L2

Auf die Ladungstrager wirkt auller der thermo-
elektrischen Feldstarke F das elektrische Feld E.
Nach den MaxwerLschen Gleichungen ist im statio-
niren Zustand das elektrische Feld wirbelfrei
(rot E=0); es kann daher als Gradient eines elek-
trischen Potentials ¢ dargestellt werden

(E= —grad ¢).

Zwischen den auf die Ladungstriger wirkenden
Kriften und der elektrischen Stromdichte I besteht

1 Teil der Diplomarbeit, Techn. Hochschule Braunschweig 1956.
* Jetzt Institut A fiir Physik der Techn. Hochschule Braun-
schweig.
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die Beziehung:
. 3
- %(pf= Oir I+ €in gl (1.3)
i =1 Tk

Dabei ist ¢* =@ + /e das elektrochemische Poten-
tial, { die Fermi-Energie, e die Elektronenladung;
0ir bezeichnet den Tensor des elektrischen Wider-
standes.

An ein thermoelektrisches Medium, das von sei-
ner Umgebung elektrisch isoliert sei, werde von
auflen eine Temperaturdifferenz angelegt. Zunachst
sei das Medium als thermoelektrisch isotrop ange-
nommen. In diesem Fall bauen die anfangs in einem
kurzen Zeitintervall der thermoelektrischen Feld-
stirke folgenden Ladungstriger Raum- und Ober-
flachenladungen auf, deren elektrisches Feld im sta-
tiondren Zustand die thermoelektrische Feldstirke
iiberall genau kompensiert, so daf} kein elektrischer
Strom flief3t.

—gradp®*+F=0,
T,

— (ps* —y*) = [#(T) dT.

T,

(1.4)

Die Potentialdifferenz zwischen zwei beliebigen
Punkten P; und P, héangt nur von deren Temperatu-
ren T und 7, ab. Aquipotentialflichen und Isother-
men fallen zusammen. (Dies ist die Grundlage der
thermoelektrischen Temperaturmessung.)

Das notwendig wirbelfreie elektrische Feld kann
die thermoelektrische Feldstirke F aber nur dann
kompensieren, wenn F ebenfalls wirbelfrei ist. Diese
Voraussetzung ist in isotropen Medien fiir beliebige
Temperaturverteilungen erfiillt, da nach Gl. (1.1)
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rot F= —¢(T) rotgrad T

- :; (grad T x gradT) =0.  (1.5)
Dagegen ist in thermoelektrisch-anisotropen Medien
— wie aus Gl. (1.2) folgt — die thermoelektrische
Feldstirke im allgemeinen nicht wirbelfrei:

rot F % 0; gSF-ds=4=o.

Die Ladungstriger gewinnen bei einer Bewegung
auf geschlossenen Bahnen in diesem Feld Energie.
Daher miissen im Inneren nicht-isothermer thermo-
elektrisch-anisotroper Kristalle im allgemeinen sta-
tiondre geschlossene elektrische Strome flieflen. Ein
einfaches Beispiel dafiir zeigt Abb. 1. Auf die Exi-
stenz dieses Effektes haben inzwischen auch Samoiro-
vica und Korensrir 2 hingewiesen. Diese Strome be-
einflussen die Potentialverteilung; Aquipotentialfla-
chen und Isothermen fallen nicht zusammen. Dies ist
bei Thermokraft-Messungen an nicht-kubischen Kri-
stallen zu beachten.
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Abb. 1. Elementares Beispiel fiir das Flieen eines geschlos-
senen elektrischen Stromes in einem homogenen thermoelek-
trisch-anisotropen Einkristall. — Der Kristall hat die Form
eines rechteckigen Ringes, dessen Ecken auf den Temperatu-
ren T’ bzw. T, gehalten werden. Die Richtung der Symmetrie-
achse des Kristalls ist durch die Schraffur angedeutet. Das
Integral iiber die thermoelektrische Feldstirke F bei einem
geschlossenen Umlauf im Ring ist

T
@F'dSfo (e, —eL)dT,
T

wenn &, £ | die absoluten Thermokréfte parallel bzw. senk-
recht zur Symmetrieachse sind. Demnach gewinnen die La-
dungstrager beim Umlauf im Ring Energie; es fliefit ein elek-
trischer Ringstrom
¥
1= % [ e1—en)ar,

Ty

wenn R der elektrische Gesamtwiderstand des Ringes ist.

2 A. G. Samorrovica u. L. L. KorexsrLir, Fiz. Tverd. Tela 3,
2054 [1961] bzw. Soviet Phys.-Solid State 3, 1494 [1962].
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In der vorliegenden Arbeit wird fiir Kristallplat-
ten mit ,,zweidimensionalen“ Temperaturverteilun-
gen eine allgemeine Methode zur Berechnung der
Strom- und Potentialverteilungen zusammen mit
einigen Beispielen angegeben. Auch die von den ge-
schlossenen elektrischen Stromen erzeugten Magnet-
felder werden betrachtet, da durch ihre Messung
die Existenz der Strome am direktesten experimen-
tell nachweisbar ware.

Fir die Warmestromdichte I, im thermoelektri-
schen Kristall gilt:

()i =) i~ ({e) I
3

\" ) ar
== ) ,71'/'4 I/\.*L,‘/{ o . (1. 6)
=1 CTk

wobei 4;; der Warmeleitfahigkeits-Tensor und =,
der absolute Perrier-Tensor ist. Danach ist mit
einem elektrischen Strom ein Wéarmestrom ver-
kniipft. Die geschlossenen elektrischen Strome in den
thermoelektrisch  anisotropen Kristallen werden
einerseits durch diesen konvektiven Warmetransport
zum Gesamtwérmestrom beitragen und andererseits
durch Erzeugung von Jourescher, Tuomson- und
Brineman-Warme die Temperaturverteilung im Kiri-
stall beeinflussen. Die dadurch bedingte Vergrofe-
rung der ,effektiven Warmeleitfadhigkeit® der Kri-
stalle wird in Kap. 3 berechnet.

Die Materialgleichungen (1.3 u. 6), welche die
Grundlage der vorliegenden Arbeit bilden, werden
sowohl von der Elektronentheorie der Metalle und
Halbleiter nach Kontrer? wie von der Thermodyna-
mik irreversibler Prozesse (vgl. Domexicari?) ge-
liefert. Aus beiden Theorien folgt auller der Kervin-
schen Beziehung (7, =T ¢;;) die Symmetrie der
Tensoren des elektrischen Widerstandes (0;; = 0xi)
und der Wirmeleitfihigkeit (4;;=4;). Fir den
Tensor der Thermokraft ergibt sich dagegen keine
allgemeine Symmetrieforderung. Die Elektronen-
theorie verbietet aber nach ? das Auftreten eines von
den Kristallsymmetrien zugelassenen antisymmetri-
schen Anteils des Thermokraft-Tensors im hexa-
gonalen, tetragonalen und trigonalen Kristallsystem.
Somit sind fiir Kristalle des hexagonalen, tetragona-
len, trigonalen und rhombischen Systems, auf die
sich die folgenden Untersuchungen beschranken, alle
hier benutzten Material-Tensoren symmetrisch und
in demselben Koordinatensystem auf Hauptachsen.

3 M. Kourer, Ann. Phys., Lpz. 40, 601 [1941]; ibid. 42, 142
[1942].
4 C. A. Domenicart, Rev. Mod. Phys. 26, 237 [1954].
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2. Berechnung der geschlossenen elektrischen
Strome in Kristallplatten

Der thermoelektrisch-anisotrope Einkristall habe
die Form einer ebenen Platte (beliebiger Dicke).
Die kartesischen Koordinaten in der Plattenebene
werden mit z, y, die zur Plattenebene senkrechte
Koordinate mit z bezeichnet. Die Symmetrieachsen
des Einkristalls mogen in folgender Weise zur Plat-
tenebene orientiert sein: Bei einem hexagonalen,
tetragonalen oder trigonalen Kristall liege die 6-,
bzw. 4-, bzw. 3-zdhlige Achse in der Plattenebene
(2-Achse). Bei einem zum rhombischen System ge-
horenden Kristall mogen zwei der orthogonalen
2-zahligen Achsen in der Plattenebene liegen (z- und
y-Achse). Der Kristall sei elektrisch von seiner Um-
gebung isoliert, aber thermisch mit (mindestens)
zwei Warmereservoiren von verschiedener Tempera-
tur in Kontakt. Dabei sei die stationdre Temperatur-
verteilung in der Kristallplatte nur von den Koordi-
naten z, y in der Plattenebene abhéangig:

T=T(z,7vy). (2.1)

In diesem Temperaturfeld sind die Komponenten
der thermoelektrischen Feldstarke:

F,= —,"0T/x; F,= —¢,,"3T/y; F,=0.
(2.2)

Daraus folgt
rot, F=rot, F=0,

32T | d(eyy—ezz) OT AT
—rot F= (e —e) 55, e e 3y *
(2.3)

Danach ist in Kristallen mit anisotroper Thermo-
kraft (e, +¢,,) die thermoelektrische Feldstirke
im allgemeinen nicht wirbelfrei.

Nur in wenigen speziellen Temperaturfeldern ist
rot, F = 0. Diese Temperaturfelder sind dadurch ge-
kennzeichnet, daf} folgende Bedingung gilt:

T(2,y)

[ [e22(T) — 4y (T)1dT =g (2) +g2(y). (2:4)
Tn

5 Ist die Stabachse schief zur Symmetrieachse orientiert, ist
die thermoelektrische Feldstarke nur unter folgenden Bedin-
gungen wirbelfrei: Die an den Stab angelegte Temperatur-
differenz muf} klein sein. Dann ist in einem im Verhiltnis
zur Dicke sehr langen Stab die Temperaturverteilung bei
Vernachldssigung der Temperaturabhingigkeit der Warme-
leitfahigkeit eine lineare Funktion der kartesischen Koordi-
naten; der Temperaturgradient ist ortsunabhingig. Dies gilt
unter den experimentell i. allg. realisierten adiabatischen
Versuchsbedingungen, bei denen der Warmestrom die Rich-
tung der Stabachse besitzt. Die thermoelektrische Feldstarke
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Dabei sind g;, g, zwei beliebige Funktionen und
T, eine beliebige konstante Temperatur. Gl. (2.4)
ist die allgemeinste Losung der Dgl. (2.3) mit der
linken Seite rot, F = 0. Der praktisch wichtigste Fall
ist:

T=T(x)

oder

T=T(y).

Diese Temperaturverteilung ist in einem Kristall-
stab mit konstantem Querschnitt realisiert, zwischen
dessen Enden eine Temperaturdifferenz angelegt ist,
sofern die Stabachse parallel zur z- oder y-Achse
ist®. Die Potentialverteilung ist durch Gl. (1.4) mit
e =¢,, (bzw. ¢,,) gegeben.

In allen tbrigen Temperaturfeldern ist aber
rot, F # 0. Die Ladungstriger gewinnen bei einer
Bewegung auf geschlossenen Bahnen in den zur Plat-
tenoberflache parallelen Ebenen z = const im thermo-
elektrischen Feld Energie, da nach dem Stoxesschen
Satz

@F'ds: /[rotdemdy*O.
) (F)

Dabei ist F die von der Bahnkurve C umschlossene

Fldche. In der Kristallplatte flieBen flichenhafie ge-

schlossene elektrische Strome, d. h., aus Symmetrie-

griinden ist:

I,=0. (2.5)

Mit der Temperaturverteilung sind auch die Strom-
und Potentialverteilungen in der Platte von z unab-
héngig. Die Bedingung der Wirbelfreiheit des elek-

trischen Feldes verlangt — wie aus Gl. (1.3)
folgt —:

8 (0 L) — 2 (0,p1,) = —1ot, F

By el = g e : (2.6)

— (e, —e,,) ST o dleyy—¢aa) 3T 3T
= (e4y —#22) dz Jy + dT 3z dy

Zur Beschreibung der elektrischen Strome wird
eine Stromfunktion H(z,y) eingefiihrt; es gelte:

I,=3H/dy; 1,=—03H/dx. (2.7)

ist ndihervngsweise wirbelfrei, da in Gl. (2.3) der 1. Term
verschwindet, und der zum Temperaturkoeffizienten der
Anisotropie der Thermokraft proportionale 2. Term in der
als klein vorausgesetzten Temperaturdifferenz quadratisch
ist. Die Aquipotentialflichen und Isothermen fallen nicht
zusammen. Durch Messung des Potentialgradienten in Rich-
tung der Stabachse wird die ,adiabatische® Thermokraft
erhalten, deren Abhingigkeit vom Winkel zwischen Sym-
metrieachse und Stabachse von Konrer ¢ angegeben wird.
8 M. KouLer, Ann. Phys. Lpz. 40, 196 [1941].
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Nach dem Ladungserhaltungssatz muf} die statio-
nire elektrische Stromverteilung quellenfrei sein:

divl=2% . o4 (2.8)
Sy

B =k

Diese Bedingung wird von jeder nach Gl. (2.7) be-
rechneten Stromverteilung erfillt. Nach Gl. (2.7)
ist der Vektor der elektrischen Stromdichte gleich
dem in der  —y-Ebene um 90° im mathematisch
negativen Sinne gedrehten Gradienten von H(z,y).
Die Linien H(x, y) =const sind elektrische Strom-

Mit Gl. (2.7) wird aus Gl. (2.6):

" 32H i 3°H | doyy OT 8H | doyz ST CH
SUT 32 S 3yt dT 3z B« Toar Sy Oy

= (&g, —¢
(yy zz) arey+ dT

W.LUKOSZ

linien. Der zwischen zwei Stromlinien H =H, und
H=H, in einer Platte der Dicke 1 [Langeneinheit]
flieBende Gesamtstrom ist

P [ —H]. (2.9)

Der Rand der elektrisch isolierten Kristallplatte muf
eine Stromlinie H = const sein. Da nach Gl. (2.7)
eine additive Konstante in der Stromfunktion H
keine physikalische Bedeutung hat, darf auf dem
Rand der Platte willkiirlich H =0 gesetzt werden.

ozT d(eyy—erz) ST OT
3z Jy

(2.10)

Aus Gl. (2.10) ist die Stromfunktion H (z,y) unter der Randbedingung H =0 auf dem Rand der Platte
zu berechnen. Mit der berechneten Stromfunktion 16t sich nach Gl. (2.7) die Stromverteilung und damit
iiber Gl. (1.3) die Potentialverteilung bestimmen. Die Temperaturverteilung ist dabei als bekannt voraus-
gesetzt.

Wie in Kap. 3 gezeigt wird, ist die Temperaturverteilung im Kristall in guter Naherung durch die Warme-
leitung allein bestimmt. Die von den geschlossenen elektrischen Stromen erzeugten Joureschen, Tromson-
und Brieman-Wirmen sind vernachlassigbar. Die Wirmeleitungsgleichung lautet:

3 T 3 (, B°T\ _
bie (;'” a;) T B ("W ay') = [2. 11}
Es ist zweckmiBig, die affine Koordinatentransformation
T=2;  §=Voulory (2.12)

durchzufithren. In den neuen Koordinaten lautet Gl. (2.10):
32H , 32H , 1 doyy 3T CH

i / 1 dose 3T 3H _ (eyy—ea) T 1 d(eyy—¢zz) 3T 3T = (9 13y
322 ' 37  oyy dT 3z 3% ' o0z AT 37 37  VoOrzzrOyy 923§  VOuzOyy dT 3% 37’ ’
g = o . A % 3H 3T
b.zw. .bE‘l Vernachlassigung qer Temperaturabhin — P Vor 0y SR ey, <
gigkeit des elektrischen Widerstandes und der * cY N
. dop* ~—— CH T
Thermokraft: st 55— Y Dl = Tl s (2.17)
oy ox 7

O*H | M _ (eyy—¢az) ST Im folgenden werden fiir einige Beispiele die be-

(2.14)

2 37  Vorzoyy 0037

Unter der Annahme der Isotropie der WIEDEMANN—

Franz—Lorenz-Zahl L:

LT = 0s5dze=05y Lyy (2.15)
(T = absolute Temperatur) geht die Wéarmeleitungs-
Gl. (2.11) bei Vernachlassigung der Temperatur-
abhangigkeit der Warmeleitfahigkeit in die Laprace-
Gleichung tiber:
or
oz

g

o=~ (2.16)

+

Die Materialgln. (1. 3) lauten:

rechneten Stromfunktionen und Potentialverteilun-
gen angegeben. Bei diesen Rechnungen wurde die
Temperaturabhangigkeit der Materialkonstanten ver-
nachléssigt.

1. Beispiel (vgl. Abb. 2)

Die Kristallplatte sei ein Kreisring mit dem in-
neren Radius 7=a und dem dulleren Radius 7=b.
Dies gelte in den Polarkoordinaten 7, @, wobei

Z=Fcosa; fG=rTsina.
In den natiirlichen Koordinaten z, y sind die Plat-
tenrdnder nach Gl. (2. 12) Ellipsen. Die Plattenran-
der werden auf den Temperaturen T, bzw. T} ge-
halten.
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Die Temperaturverteilung in der Platte ist

. ‘TIL— Tq r
FeTut In b/a & b’
Fir dieses Temperaturfeld lautet Gl. (2.14):
1 0 [(-0H) 1 *H
v o (Ta7)+ﬁ an?

_ (eyy—¢zz) Tp—Tasin2a
Vozz Oyy Inbla r?
Aus Symmetriegriinden kann in der Platte kein
Ringstrom zirkulieren. Die Rénder 7 =a und 7=b
und die #- und 7-Achsen miissen die Stromlinie H =0
bilden.
Die Losung ist

HeH,l1- ! (f‘z;

2

aZb_)‘ sin2da,

| a*+b? rt /]
. _ Eyy—Exx Tb—iTa
wobei H,= 4100 04y Inbla °
Das Maximum von H liegt bei 7 = Vab; a=n/4:
_ (l——a/b)”
Hunax = Hy 1+ (a/b)? *

Nach Gl. (2.9) gibt Hy,y den in einem Quadranten
der Platte zirkulierenden Gesamtstrom pro Dicken-
Einheit der Platte an. Gegeniiber Spiegelungen an
der z- wie an der y-Achse ist H(Z,y) antisymme-
trisch. Daher beschrinkt sich die Darstellung der

Stromlinien in Abb.2 auf einen Quadranten der
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Die Potentialverteilung ist:
—{¢* (7, @) —g"} =

+ Ag*

LS, LY )

.)1 (r'z— a;_b-)] cos2a,
@+ b? re

J
A(f* = - VQI.I‘ Q‘l/;/ HO o

Die frei wéhlbare Konstante ¢,* ist das Potential
bei 7=b, @ =71/4. Das Potential ist gegeniiber Spie-
gelungen an der z- wie an der y-Achse symmetrisch.

-

wobei

Fir eine Kristallplatte aus Antimon (Sb) ist bei
einer angelegten TemperaturdifferenzT), — T, = 50 °C
(wobei die mittlere Temperatur im Bereich der Zim-
mertemperatur liegt) und bei einem geometrischen
Faktor b/a=2.7 nach der Tabelle der Material-
konstanten Hy=9.8 [A/cm]. Der in einem Quadran-
ten der Platte zirkulierende Gesamtstrom pro 1 cm

Plattendicke ist Hy. = 0,35 Hy = 3,4 [A].

2. Beispiel

Die Kristallplatte sei kreisformig mit dem Radius
r=c; in den natiirlichen Koordinaten z, y ist nach
Gl (2.12) der Plattenrand eine Ellipse. Der innere
Teil 7 < a der Platte werde auf der Temperatur T,
der duflere Ring b < 7 < ¢ auf der Temperatur T ge-
halten. Die Temperaturverteilung ist:

Platte. T, Fr<a, (I
Die Berechnung der Potentialverteilung erfolgt ) i B )
iiber die auf Polarkoordinaten umgerechnete Gl. M =9"n T g+ Ty fir esr<b, (1)
(2.17) : Ty b<i<c. (I
op* oT
= (&45 OS2 @ + eyysin® @) o Die Temperaturverteilung im Gebiet (II) ist dieselbe
Soi O aT 10H wie im 1. Beispiel. Der Unterschied zum 1. Beispiel be-
+ (&yy — €22) — + Vors ny ) steht darin, dal an das Gebiet (II) zwei isotherme Ge-
2r oa s
5 1 a7 biete der Platte grenzen. Aus Symmetriegriinden miis-
i e (&40 cOS? @ + eyysin® @) - sen der Plattenrand 7=c und die #- und y-Achse eine
r da r o Stromlinie H=0 bilden. An den Grenzen 7=a und
+ (£yy — £22) §‘Eza 8T l/on Q H 7 =b miissen die Stromfunktion H und das Potential ¢*
v el g “or stetig sein.
” W.F.L.-Zahl 1 [eL — ew}
—6 2 | - N
Bxistall- L= o [10_6 G:ad] o 108V 4+ | VeleL
Metall system Grad?2 [ A
g T e - - —  |em-Grad
t=0°C  50°C  100°C el oL L L, beit=0°C
Sb trigonal 26,2 27,3 28,4 29,3 38,4 L~ 2,60 19,6 - l()‘2
Bi trigonal 54,0 46,6 39,2 126,0 100,0 3,07 3,40 12,0 - 102
Cd hexagonal 3,20 5,24 7,73 6,36 2,37 2,44 11,4 -10-2
Zn hexagonal 1,74 2,54 5,59 5,39 2,52 2,49 8,0-102

Tab. 1. Materialkonstanten einiger nicht-kubischer Metalle (nach Laxpovr-Bornsteiy, Zahlenwerte und Funktionen aus Phy-

sik, etc., Bd. II/6;

Verlag Springer, Berlin 1959).
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Die Rechnung ergibt:
I r=a,
H(f’ &) :HU

2

a2_b-

i sin2a,
c

—{g* (7, @) —po*) = T (T, T))

+ Ag* ;a 72 cos2 a;
(I «a<r=<0D,
H (7, a) =H, {1+ ”’;b' 72 :; } sin 2 @
gt (@) — gty = TTAT () - T
+dg* =1+ i 4a2 2 7; cos 2 @
I s»rc,
.2 1
H(F, a) =H,(a®>— b {24 - r2} sin 2 @
—{p* (7, @) —@y*) = Ap* (b2 —a?) { oy } cos2a

Dabei haben H;, A@* und ¢,* dieselbe Bedeutung
wie im 1. Beispiel. Wie im 1. Beispiel flieen in jedem
Quadranten der Platte geschlossene Strome, die aber
hier in beide isothermen Gebiete der Platte eindringen.
Nur wenn ¢ > b ist, bleibt das innere isotherme Gebiet
stromlos.

3. Beisptel (vgl. Abb. 3)

Eine punktformige Warmequelle oder Senke auf
einer unendlich ausgedehnten Kristallplatte wird aus
dem 1. Beispiel im Grenzfall a— 0, b — ~ erhal-
ten. Fiir b/a> 1 gilt fiir alle Aufpunkte im End-
lichen (7<<b) abgesehen von der unmittelbaren
Umgebung der Wirmequelle bzw. Wirmesenke
(F>a):

+Adp* cos 2 a.

Die Bedeutung der Konstanten Hy, 4¢™ und ¢,* ist
im 1. Beispiel angegeben.

Gegeniiber einer Spiegelung an der z- wie an der
y-Achse ist H(Z, i) antisymmetrisch, ¢*(Z, ) sym-
metrisch.

Fiir das betrachtete Beispiel wurde die Stromfunk-
tion H auch unter Beriicksichtigung der Temperatur-
abhingigkeit des elektrischen Widerstandes und der
Thermokraft aus Gl (2.13) bestimmt. Dabei wurden
die Temperaturkoeffizienten dieser Materialgrolen als
temperaturunabhingig angenommen, und damit kon-
sistent die MaterialgroBen selbst um die mittlere Tem-
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peratur Ty= (Tu+Tp)/2 in eine Tavror-Reihe ent-
wickelt, die mit dem in (7 —Ty) linearen Glied abge-
brochen wird. Vorausgesetzt wurde ferner:

1 dozz 1

_ doyy
s AT — oyy dT °

Die Temperaturabhingigkeit der Wéarmeleitfihigkeit,
die fiir Metalle im Temperaturbereich 0 —100 °C klein
ist, wurde vernachldssigt. Es ergab sich:

H(r,a) =Hyh' (7) sin2 a,

. (eyy—&ax) J 1 Typ—Tq
b H,= ) .
wobe 7| Vow oy Ir-1m 4 Inbla
und
T dIn(eyy—eza) |- B B 1 Tb“];a_l
h(F)=1+ T l['(r) T 2 Inbla |
_ 9.&131;&1722{4 {T(7) — T}

Beispielsweise ist fiir Antimon bei Ty —T,=50 °C der
grofite und kleinste Wert von 2": 0,87 —1,09.

4. Beispiel (vgl. Abb. 4 u. 5)

Auf der Kristallplatte seien je eine nahezu punkt-
formige Warmequelle und Warmesenke vorhanden.
Die Ausdehnung der Platte sei grof} gegentiber dem
Abstand d von Quelle und Senke. Experimentell
sind Warmequelle und Senke durch die Spitzen (mit
dem Radius @ < d) zweier gut wirmeleitender Stibe,
die mit Warmereservoiren der Temperaturen T und
T, verbunden sind, zu realisieren. Die Temperatur-
verteilung in der Kristallplatte ist

‘ Tl r_léas
T = T2 fiir f2§as
T,—T, oy, T+ T, P> a,
21n d/a Ty 2 Ty > a,

wenn 7y , 7, die Abstinde des Aufpunktes von Quelle
und Senke sind. Die Temperatur der Platte in gro-
Bem Abstand von Quelle und Senke ist (T + T5)/2.
Stromfunktion H und Potentialfeld ergeben sich we-
gen der Linearitit der Gl. (2.14) durch Uberlage-
rung der aus dem 3. Beispiel bekannten Stromfunk-
tionen bzw. Potentialfelder einer Warmequelle und
einer Wirmesenke:

H=Hy{sin2a, —sin2d,},

wobel [I0 _ fyy—frx T,—T,
4 VQIJ: Oyy 21n d/a
_fo* o ¥\ _ fxzteyy IT~ Ty+ Ty
{¢" — 0"} . l i
err—eyy To—T,

{cos 2@, —cos2a,) .

4 21Ind/a
Dabei sind @,, @, die Winkel des von der Quelle

bzw. Senke gesehenen Aufpunktes gegen die z-
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Abb. 2. Ringformige Kristallplatte, deren Rinder auf ver-

schiedenen Temperaturen gehalten werden. Nur ein Quadrant

der Platte ist dargestellt, da die Stromfunktion H (%, 7) ge-

geniiber einer Spiegelung an der - wie an der 7-Achse anti-
symmetrisch ist.

y
00 02 04 06 08 10

08

06

04
02
0D =%

Abb. 3. Eine punktférmige Wirmequelle oder Wirmesenke

auf einer unendlich ausgedehnten Kristallplatte. Dargestellt

ist nur ein Quadrant der Platte, da die Stromfunktion H (z, )

gegeniiber einer Spiegelung an der Z- wie an der 7-Achse
antisymmetrisch ist.

—

Abb. 5. Warmequelle und Wiarmesenke auf einer unendlich

ausgedehnten Kristallplatte. Die Verbindungslinie Quelle—

Senke ist die Winkelhalbierende zwischen z- und #-Achse.

Dargestellt ist nur eine Halbebene der Platte, da die Strom-

funktion H (z, §) gegeniiber einer Spiegelung an der Verbin-
dungslinie Quelle—Senke symmetrisch ist.

Abb. 2—5. Darstellung der Stromlinien H (Z,7) =const der

geschlossenen elektrischen Strome in plattenférmigen thermo-

elektrisch-anisotropen Einkristallen. (Der Wert der Strom-

funktion H ergibt sich durch Multiplikation der an die

Stromlinien geschriebenen Zahlenwerte mit der im Text fir
jedes Beispiel angegebenen Konstanten H,.)
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Abb. 4. Wirmequelle und Wirmesenke auf einer unendlich

ausgedehnten Kristallplatte. Die Verbindungslinie Quelle —

Senke ist parallel zur 7-Achse. Dargestellt ist nur eine Halb-

ebene der Platte, da die Stromfunktion gegeniiber einer Spie-
gelung an der 7-Achse antisymmetrisch ist.
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Achse. Die frei wihlbare Konstante ¢4* ist das Po- Abb. 4 u. 5 zeigen die Stromlinien H(Z, i) = const
tential ¢* in sehr grofer Entfernung von Wirme- fiir zwei verschiedene Orientierungen der Verbin-
quelle und Senke (und auf der Mittelsenkrechten auf  dungslinie Warmequelle — Wéarmesenke zu den Kri-
der Verbindungslinie Quelle — Senke). stallachsen z, 7.

Die von den stationédren geschlossenen elektrischen Stromen erzeugten Magnetfelder werden im folgen-
den betrachtet. Durch die Messung dieser Magnetfelder wire experimentell nicht nur die Existenz der
geschlossenen Strome nachweisbar, sondern auch ihre Verteilung in der Kristallplatte bestimmbar. Das
Magnetfeld H 1aBt sich nach dem Bror—Savarrschen Gesetz (geschrieben im MKSA-System) :

L T e (2.18)

aus den Stromdichten I und somit auf Grund von Gl. (2.7) aus der Stromfunktion H (z,y) berechnen:
H(zy,2)=- 1 f f f ﬁ{_if;i)(f_%ﬁ?;; Jyrzz’iz” d’ dy’ d, (2.19a)

H,(z,y,z) = — 411 f f f [(I_i{;f(‘ys,_f,’ﬁ;ii)é&‘_yziié];/; do’ dy’ dz’, (2.19b)
= [ S WS it

Fir die relative Permeabilitat des Kristalls ist ©=1 angenomen.
Die Kristallplatte werde durch die Ebenen z=z; und z =z, begrenzt; ihre Dicke ist demnach D =z, —z;
(>0). Die Ausdehnung der Platte in z- und y-Richtung sei von z unabhingig. aber im ibrigen beliebig.
Aus Gl. (2.19a und b) folgt durch Integration iiber z* und eine partielle Integration beziiglich z’
bzw. y':

H,(z,y,2) = ].[ (z—2) G(x—2/, y— y', z) H(2, y') da’ dy’, (2.21a)
H,(z,y,z) = f/ (y-9y) Gz—2,y—vy,2) H(',y') dz’ dy/, (2.21b)
wobel G(z,y,z) = Ll 1 1 l (2.21c¢)

4o L2424 =) [y + —2)Th |

Aus Gl. (2.20) folgt, indem zuerst iiber z’ integriert und anschlieBend in ebenen Polarkoordinaten
um die Singularitit bei 2" =2, y =y beziiglich der radialen Koordinate partiell integriert wird.

H,(2,y,2) = ¥ {sgn(z—2z;) —sgn(z—2z) } H(x,y) + ff K(z—2,y—y,2) H@,y') d&r’ dy’, (2.22a)

5 1 z—zy I e O |
WObel K(l‘, y, Z) = '4:7 l [z2+y2+ (2—22)2]3/2 [x2+y2+ (2_21)2]”2 J . (2- 22 b)
Es bedeutet sgn (x) = { _11 fiir zzg’

In Gl. (2.21a u. b, 22 a) ist fiir die Stromfunktion H(z,y) auf dem Rand der Kristallplatte und im
(stromfreien) Auflenraum H =0 zu setzen.

Im Grenzfall eines in z-Richtung nach oben und unten unendlich ausgedehnten Kristalls ergibt sich nach
Gl (2.21 u. 22):
H,=H,=0; H,.(z,y,z) =H(z,y). (2.23)

Im Inneren des Kristalls besitzt das Magnetfeld nur eine z-Komponente, die mit der Stromfunktion H iden-
tisch ist; im AuBenraum ist kein Magnetfeld vorhanden. Danach besitzt die zunéchst nur zur Beschreibung
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der Strome nach Gl. (2.7) eingefiihrte Stromfunktion H eine direkte physikalische Bedeutung im betrach-
teten Grenzfall; Gl. (2.7) ist mit der MaxweLLschen Gleichung I =rot H identisch.

Da fiir die relative Permeabilitat des Kristalls « =1 angenommen wurde, ist das Magnetfeld an der
Kristalloberfliche stetig. Aus Gl. (2.22) ergibt sich speziell fiir die Ebene z=2z,, in der die Kristallober-
fliche liegt:

H.(z.y) = 4 {H(z,y) — [[K(z—2",y—y) H(.,y) &' dy’}, (2.24a)
wobei K(z,y) = (D/2 ) [2® +y2 + D?] 7. (2.24Db)
Dabei ist D die Dicke der Kristallplatte.

Aus Gl. (2.24) folgt fiir den Grenzfall D — o~ : H,(z,y) =3 H(z,vy) . (2.25)

Bei im Verhiltnis zu ihren Abmessungen in der 2—y-Ebene sehr dicken Kristallen fallen die Linien kon-
stanter z-Komponente des Magnetfeldes an der Kristalloberfliche mit den elektrischen Stromlinien zu-
sammen.

Mit Gl. (2.24) ergibt sich z. B. fiir das Magnetfeld an der Oberfliche einer in der z—y-Ebene un-
endlich ausgedehnten Kristallplatte mit einer punktformigen Warmequelle oder Senke (obiges 3. Beispiel)
mit H(7,a) =Hysin 2 a:

H.(r,a) =Hy(D?/r?) [V1+72/D?—1]sin2a
und fiir den Grenzfall r <D — in Ubereinstimmung mit Gl. (2.25) —:
H,(r,a) =3Hysin2a.
Zur Vereinfachung der Rechnung wurde dabei der elektrische Widerstand als isotrop angenommen, d. h.
rT=z, y=1y.

Durch Messung der z-Komponente des Magnetfeldes 148t sich die Stromverteilung in einer Kristallplatte
bestimmen. Die Stromfunktion H (z,y) kann aus der Integralgleichung (2.24) berechnet werden, wenn
H,(x,y) auf der Kristalloberfliche und der ganzen iibrigen Ebene z =z, bekannt ist. Gl. (2.24) ist durch

Fourier-Transformation losbar, da die Integraloperation eine Faltung ist. Die Fourier-Transformierte des

Kerns K (z, y) ist:

k(s,t) = f/K(:c,y) exp{2ni(sz+ty)}dzdy —exp{—2aDVs+22}. (2.26)
Die Fourier-Transformierte Gl. (2.24) lautet:
ho(s,t) =5 h(s,0) [1—k(s,0)] . (2.27)
Die Losung ist h(s,t)=2h,(s,t)[[1—k(s,t)] . (2.28)
bzw. nach der Riicktransformation:
H(z,y) =2{H.(5,y) + [[K(z—2".y—y) H.(,y) dz’"dy’}, (2.29)
: k " 1 o1 1
wobei (x,y) ffl (I:(t)z) exp{—2ni(sx+ty)} dsdt= o Zr?[lT(r/ﬁW (2. 30)
Fiir r/D <1 ist
K(2,y) = 525 16(2) = $2(4) (1/D)2 = ¥ £(6) (1/D)* +...}

14

=57 | 1= 0D+ 55 (/D).
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3. Die Wirmeeffekte der geschlossenen elektrischen Strome und ihr Beitrag zum Gesamtwirmestrom
In Kap. 2 wurde angenommen, daf} die Temperaturverteilung im Kristall durch die Warmeleitung allein

bestimmt sei. Die geschlossenen elektrischen Strome im thermoelektrisch-anisotropen Kristall erzeugen aber
JouLesche, Tromson- und Bripeman-Wirme, welche die Temperaturverteilung beeinflussen. Die stationdre

Temperaturverteilung ergibt sich aus der Forderung,
akkumulierte Wiarmemenge

dafl die im Kristall pro Volumen- und Zeiteinheit

Q=IE)—divl;=0 (3.1)
sein muf}. Aus Gl. (3.1) folgt mit den Materialgln. (1.3 u. 6) :
3
dex; OT o, 3 (, OT
ould, —TdH Ty o 0% ( ):0.
i,kz;lglk i dr 3z " ik Jz; Oz “ik Oz, (3.2)
Joulesche- Thomson-  Bridgman-Wiirme
Die Bripeman-Wirme tritt nur in thermoelektrisch-anisotropen Medien auf.
Gl. (3.2) lautet speziell fiir die in Kap. 2 behandelten ,,zweidimensionalen® Probleme:
d oT d gy O ol oI 3 (, Or 3 , oT
QIIIZ2+‘ny L/ —X (;;z Zx I B ;7/'1/ Sy I az 8; Iz Jy o+ Oz (\A'” 31>+ Sy (A'I/'V ?3.;) -
(3.3)
Die in Gl. (3.2 bzw. 3) eingehenden Stromdich- konvektiven Warmestrome:

ten der geschlossenen elektrischen Strome hingen
nach Kap. 2 ihrerseits von der Temperaturverteilung
ab. Temperatur- und Stromverteilung beeinflussen
sich demnach gegenseitig. Daher sind die Tempera-
tur- und Stromverteilungen fir die zweidimensiona-
len Probleme des Kap. 2 strenggenommen gleich-
zeitig aus Gl. (3.3) und Gl. (2.10) zu bestimmen.
Die von den geschlossenen elektrischen Stromen er-
zeugten Wirmemengen sind aber so klein, daf
— wie sich im folgenden zeigen wird — die in
Kap. 2 aus der Warmeleitungsgleichung berechnete
Néherung fiir die Temperaturverteilung schon sehr
gut ist. Diese 1. Naherung reicht zur Berechnung der
elektrischen Strome aus. Die so in Kap. 2 berechne-
ten Strome werden in Gl. (3. 3) zur Berechnung der
Temperaturverteilung in 2. Ndherung eingesetzt. Mit
der 2. Naherung fiir die Temperaturverteilung und
den elektrischen Stromen wird fir die in Kap. 2 be-
handelten Beispiele der Gesamtwirmestrom im Kri-
stall nach Gl. (1. 6) berechnet.

Zuvor wird das einfache Beispiel des rechteckigen

Einkristall-Ringes nach Abb. 1 betrachtet. Der im
Ring zirkulierende elektrische Strom
-
_ 12{/(3 —e,)dT (3.4)
T,

(R ist dabei der Gesamtwiderstand des Ringes)
erzeugt nach Gl. (1. 6) in den zur Kristallachse senk-
rechten bzw. parallelen Schenkeln des Ringes die

(Iy) . =aa; I bzw. (1)

Die Differenz dieser Warmestrome tritt in den Ecken
des Ringes, in denen der elektrische Strom seine
Richtung gegentiber der Kristallachse andert, als
(pro Zeiteinheit entstehende) Brmceman-Warme Qp
auf. Dabei ist in den Ecken des Ringes. die sich auf
der Temperatur 7’ befinden:

=al.

Qp(T') = — () —a)r_r1, (3.5a)
bzw. in den Ecken mit der Temperatur T:
Qr(Ty) = — () —7w ) 77,1 (3.5b)

In den Schenkeln des Ringes erzeugt der Strom
JouLesche und Tromson-Wérme. Die im ganzen Kri-
stall erzeugten Joureschen und Tromson-Wirmen
Q5 und Qp, werden je zur Hilfte an die Ecken mit
der Temperatur 7’, bzw. an die Ecken mit der Tem-
peratur T, abgegeben. Die an eine Ecke pro Zeit-
einheit abgegebene Warmemenge ist:

ld‘n—r[

(QJ+QTh) T (T =T 1. (3.6)
Mit Gl. (3.5 und 6) ergibt sich als Warmemenge
Al , die jeder Ecke des Ringes, die sich auf der

hoheren Temperatur befindet, pro Zeiteinheit ent-
zogen und jeder Ecke mit der niedrigeren Tempera-
tur zugefithrt wird:

Aly= () —7 ) porml. 3.7)



GESCHLOSSENE ELEKTRISCHE STROME IN KRISTALLEN

Dabei ist Ty = (T,+T)/2 die mittlere absolute
Temperatur des Kristalls. Fiir kleine Temperatur-
differenzen (T —T,) ist der elektrische Strom / und
damit auch der durch das Flieflen dieses Stromes
bedingte Wairmestromanteil Al proportional zu
(T"—T,). Fiir den Gesamtwirmestrom von den Ge-
bieten hoherer zu denen tieferer Temperatur folgt
dann:
T (g —21)*7r=1m

la=1 0{ 1+ GFmMT A LDt Fed P D) }

(3.8)

Dabei ist /% der Gesamtwirmestrom im stromlos
gedachten Kristall. Ferner bezeichnen F, F | die
Querschnittsflachen und [, , [| die Langen der Schen-
kel des Ringes. Unter der Annahme einer isotropen
Wiepemann—Franz—Lorenz-Zahl L —  vgl. GL
(2.15) — wird fiir F (I /F, lj=¢ /o =41/} der
maximale Wert von /;/I;0 erreicht:

(1w> 14 Ehel)borm
max

o 5 (3.9)

Die Vergrofierung des Gesamtwérmestromes durch
das FlieBen der geschlossenen elektrischen Stréme
wird im folgenden fiir die in Kap. 2 behandelten
Beispiele berechnet. Dabei wird die an den Kristall
angelegte Temperaturdifferenz wieder als klein vor-
ausgesetzt, so dal} die Temperaturabhangigkeit der

1. Beispiel:

Sl Tb’_Ta r
T(T, a) = inrb/a ln b +Tb

all o Ll ol L] QPR . .l
In b/a
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Materialkonstanten vernachlassigt werden darf. Eine
Abschitzung zeigt, dall die von den geschlossenen
Stromen erzeugten JourEschen und Taomson-Wir-
men, die von der angelegten Temperaturdifferenz
quadratisch abhingen, gegeniiber der in der Tem-
peraturdifferenz linearen Bripeman-Warme vernach-
lassigbar sind, sofern das Verhiltnis von angelegter
Temperaturdifferenz zu mittlerer absoluter Tempe-
ratur des Kristalls klein ist. Diese Voraussetzung sei
erfiillt. Bei der Berechnung der Temperaturvertei-
lung in 2. Naherung aus Gl. (3.3) wird nur die
Bripeman-Wirme beriicksichtigt. Damit wird aus
Gl. (3.3), wenn gleichzeitig die elektrischen Strome
nach Gl. (2.7) durch die Stromfunktion H ausge-
driickt werden:
2 2
e %T

= (A — 72yy) 3:H
S LE Qz 3y’

(3.10)

Ist die WiepEmanN—Franz—Lorenz-Zahl isotrop, lau-
tet Gl. (3.10) in den durch Gl. (2.12) eingefiihr-

ten Koordinaten z, 7:
VazT 782T7 _ Taz—Tyy 82H7
2 ' 3 Viewhyy 3237
Aus Gl. (3.11) ergeben sich mit den aus Kap. 2 be-
kannten Stromfunktionen und den bekannten Rand-
bedingungen fir die Temperatur die folgenden 2.
Néherungen fiir die Temperaturverteilungen:

(3.11)

el
4 errntal T

(eyy—t22)® To—Ta [ 1 [;2 n
T 8L Inbja |a+ b2
Die Koeffizienten ¢, und ¢, ergeben sich aus den Bedingungen:
1 a2b? 1 -4 Cy|
t  arpn Tl Ty =0
2. Beispiel :
- Ty—Tq r
f,a) = 221 T
I(7,a) e By Tl
+

8L Inb/a | ¢t

(eyy—ez2)® To—Tq | B*—2? [P—i— a‘-’lnr/b—bzln?/a} —00‘546[17— z: +dy 7+ (:f } .

In b/a

Die Koeffizienten d; und d, sind aus den Bedingungen:

1 a2 =1 d21;~
i a0

3. Beispiel: In b/a

4. und 5. Beispiel: 2ndfa " 2

fiir

T(Fa) = (e Tayy L T,

_ =Ty TitTs  (eyy—éza)® To—Ty
£= n, T 32L

f=a und 7=5b zu bestimmen.

(eyy—222)* To—Ta (o p 5.
32L In b/a

2Ind/a [cos 4 a; —cos 4 a,] .
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Mit den obigen Temperaturverteilungen und den aus Kap. 2 bekannten Stromen lassen sich nach Gl.
(1.6) die Warmestromdichten im Kristall berechnen. Fiir den gesamten Warmestrom 7, , der im Kristall
von den Gebieten mit hoherer Temperatur zu den Gebieten mit der niedrigeren Temperatur fliet, ergibt

sich:

1. Beispiel : I l 55

2. Beispiel: ' =T

3., 4. und 5. Beispiel : |

Dabei ist 1, der Warmestrom bei Vernachlassigung
des Einflusses der geschlossenen elektrischen Strome.
Fiir Kristallplatten der Dicke 1 [Langeneinheit] ist
fir das 1.. 2. und 3. Beispiel:

Ty—T
I.=2aV1 g
W V ‘rx UZ/ In ba .

fir das 4. und 5. Beispiel:
I’ —271/ ‘2z ‘J)J T= 1,

2Ind/a’

Die obigen Ergebnisse zeigen, daf} die durch das
Flieflen der geschlossenen elektrischen Strome be-
dingte Vergroflerung des Gesamtwidrmestromes in
thermoelektrisch-anisotropen  Kristallen von der
Form des Kristalls und der Temperaturverteilung
abhingt. Das Verhiltnis 1,/,,°, das auch als Ver-
héltnis der ,effektiven Warmeleitfahigkeit” des Kri-
stalls zu seiner Warmeleitfahigkeit im ,,stromlosen®
Zustand aufgefalit werden kann, erreicht fiir die obi-

:1“'0 [ 7. (fyy_f‘rr)

i

| - 4 0l1+ (eyy—eza)®

?—a 1
b>+a® In b/a

l
',
I
[7

1. ®=a)® 1
ct In b/a

I e]D {1+ (eyy—er2)*® |

8L |-

gen Beispiele maximal den Wert

¢22)%/8 L},
€0)*[4 L}

im Fall des zuvor betrachteten rechteckigen Einkri-
stall-Ringes.

Aus der Tabelle der Materialkonstanten in Kap. 2
ergeben sich fiir die dort aufgezidhlten Metalle fol-
gende Werte fiir (¢, —¢)%/4L:

Bi 2.2:1072; Sb 0.7-1072
Zn 0,003-1072.
Fir Metalle ist demnach der Einflul} der geschlosse-

nen elektrischen Strome auf die Temperaturvertei-
lung und den Gesamtwérmestrom recht klein.

{1+ (g, —

. I
gegentiber U+ (g, —

Cd 0,01-1072;

Herrn Prof. Dr. M. Kourer danke ich fiir die Stel-
lung des Themas dieser Arbeit und fiir zahlreiche Dis-
kussionen.



